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Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 1/ Ubungsblatt 4

1.1
Einheitsvektor in Richtung
der Ladung Linienladungs-
(a) dL / element
o) =—2 S odp-—99 A&
47zg‘r—r 47rg‘r—rq 47zg‘r—rq
- P (aq)
r)=
(DL() 471'5"“[’—["

Aufsummieren der Potentialfunktionen aller infinitesimalen Punktladungen mit Hilfe einer Integration fuhrt auf
die gesuchte Potentialfunktion einer Linienladung

Zur Berechnung des Integrals muss man sich auf ein bestimmtes Koordinatensystem festlegen

Kartesische Koordinaten

gDL(X,y,Z) = ]2 L (Zq) Zqu
dre; \/(x—o)z +(y-0)" +(z-z,)
p'—(ZQ) dz

q

_4”8;[\/x2+y2+22—222q+z§
=2 | 2\/x2+ 24(z-2,) +2z —22)
47,8[ [ yir(z-z) vz -2z )

_ &[In(Z(ZZ —z +\/X2 +y?+(z —22)2D—In(2(21—z +\/X2 +y?+(z —21)2)ﬂ

n 22—z+\ilx2+y2+(z—zz)2
zl—z+\ilx2+y2+(z—zl)2

Z;

X,V,z) =
§D|_( Y,Z) Are

N
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Zylinderkoordinaten

X =TI COSg, y =r sing, z2=2

; . X*+y®=r’cos’p+r?sin’p
Z,-Z2+\r’+(z-z
o(rpz) =L In| = 2-2)

=r? (cos® @ +sin® p)
Are |\ z,—z+r? +(z-2z) 2

121

dQ  pa(ay)dA,

A & ‘r —rq‘ A g ‘r -,

do =

1 Pa (aTQ Zylindersymmetrisches Problem
¢a(P) = Ar & .” ‘I’ _r ‘ dA, — Zylinderkoordinatensystem
AP Ta

PR 2 2
‘rp—rq‘_ﬂfa +(z-2,)

dA, =adedz,

Bild: ,Zylinderanordnung mit Flachenladungsdichte®

1 %% A (Z4)
J [ =2

Pa(P) =
§ 4re ;0 @ +(z-z,)

adedz,

Zy Z
:ij 2'0“(“) = dz,
2¢ 5 \la +(z-12,)

z,-z+a’ +(z-z,)
pu(p) = L8 ZT2tNE 127 2)
2¢ 2,-z+\a*+(z-2)
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122

4,(p) = 4—wa1£ ZICHI dgdz,

1fr2+(z—zq)2

Bronstein Integral 193

2, 27

=_If,ov(r )rz+(z-z, } dgdz,

2,27

:_”pv(r )(\/a2+(z 2.}~ [z-2, )d¢dz

:izzpv(a) Jaz+(z-2,)’ - \[(z-2,) |dz
2¢ 5

- Zi]gpv(a)(\/a2+22—222q +2,2-[22-222, —zqz’)dzq
£

Bronstein Integral 245

2
A a+(zz

dz
26 ‘ J“/a2+(z z,) 4

(z-2z,)?

j_v_(zz - Z)*\/az"‘(z - 22)2 _(Zl - z),\/a2+(z _21)2 _(Zz - Z)(Z - 22)+(Zl - Z)(Z - Zl)+
sl

¢v<p>=%{<zzz><<zz2>><zlz>(ﬁ (- zl))+a2|n( Jﬁﬂ
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Ubung 4

Kartesische Koordinaten

_ pL(Zq)
(PL(X’y’Z)_4'“'8zjl\/x2+y2+zz—2-z-zq+z§ &

Bronstein Integraltabelle:

Integral der Form \/a-x2 +b-Xx+cC
X=a-x*+b-x+c

X a>0 1
I (2 Ja-X+2-a- X—I—b)+C (|ntegra| 241)

Angewendet:

x=z;a=Lb=-2-z;c=x*+y*+7°

Z;

_ P 2,2 2
(PL(X’Y’Z)—4_—T;_?[|”(2'\/X +y +(z—zq) +2-zq—2-zﬂ

2,=7

-
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Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Nebenrechnung Aufgabe 1.2.2 / Ubung 4

m\/ (Z ; .1 dr do dz,

Bronstein Integraltabelle:

Integral der Form X =+/x*+a® hier:x=r

J—dX VX (Integral 193)

Angewendet:

P) :L J'Zq oy .{\/r2 Jr(z—zq)2 T do dz,

r=0

Z;

<PV(P)=J.Z _ Pv'(\/a2+zz+2-z-zq+z§ —\/22+2-z-zq+zj)dzq

q

Bronstein Integraltabelle:

Integral der Form X:\/a-x2 +b-x+c hier:x=z,

J'x/fdx_szrb)\/_ 4ac b2

4.3 I JX (Integral 245)

Integral 241

-
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Q

47[5‘? —

(r) =

dQ

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 2 / Ubungsblatt 4
]

_ palra) dA,

- 47rg(F—a) - 47IS‘F—E‘

1 pA(Fq.)
$a(p) = ——d
) 4E€Q4ﬂg‘rp—rq‘ A
rotationssymmetrisches Problem Zylinderkoordinatensystem

Hochspannungstechnik |

V4
A
‘rp—rq‘ =\r*+z°
P(0,0,z) .
PA
a
@]
>y
do
¢ dr

X

(Mittelpunkt der Kreisscheibe im Ursprung des Koordinatensystems)
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a

$u(p) = = jf

r0¢0

dre
1a
2! dr

_rdrdg

Bronstein Integral 193

';A Hr2+22}0

g

h(p) =22 (V22 422 -[2l)=4(2)  4u(p)=

furz >0

a firz <0

-

Hochspannungstechnik |

Pu(JzZva? -z)

2¢

Lo (v e +2)

2¢

Seite 2 von 2
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Losung Aufgabe 3.1/ Ubungsblatt 4

IEH Institut fur Elektroenergiesysteme
und Hochspannungstechnik (IEH)
Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Potentialfunktion ¢(z)

Elektrische Feldstarke E,(z)

0.8—-
0,6—-
0,4—-
02
Ez(z)
0,2
0,4—-
0.6—-

0,8
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Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 3.2 / Ubungsblatt 4

3.2

/
\\ //\

~--" Ringladung

Begrindung:
= Uberlagerung vieler Punktladungen
» Feldstarkevektor einer Punktladung verlauft radial symmetrisch

= Uberlagerung der Felder in einem Punkt der z-Achse

— ausschlieRlich Komponenten in z-Richtung

Hochspannungstechnik | Seite 1von 1
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ﬂ (I I IEH \institut fur Elektroenergiesysteme
und Hochspannungstechnik (IEH)

Karlsruher Institut fir Technologie Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 3.3/ Ubungsblatt 4

z P(1p,®p,Zp)
A
L o — Iq
.
< I
I'p
lq z

-
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Potentialfunktion der Ringladung

- 1 PL
r=—/ |—=——dL
é(r) dr o)

Vektor (F —E)in kartesischen Koordinaten x,y,z:

(r 1) = J(x=x )2 +(y -y, )2 +(z~2)?

Transformation in Zylinderkoordinaten r,¢,z: X =r cos¢

y =rsing
z=2

(F—E) = \/(r COS¢—TI,COS¢ )?>+(rsing—r sing )?>+(z—2z )?

= \/r20032¢—2rrL COS@COS¢ +I 2C0S2¢ +r2sin2¢—-2rr, singsing +r,2sin2¢_ +(z -z, )?

= r2+1.2+4(z—-2,)2- 21, (singsing_+Cos¢cosg,)

(r—ry) = \Jr2+1,2+(z-2z,)?-2rr_cos(¢—¢,)

N
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Aus Symmetriegriinden verlaufen die Potentiallinien in konzentrisch zur Ringladung gelegenen
Kreisen, so dass cos(¢—¢,) durch cos¢, ersetzt werden kann (Vereinfachung der Berechnung)!

Mit dL, =r_dg, folgt

¢(I’) _ jZun dg,

4re J-\/r2+r 24 (z-2,)2-2rr_cos¢,

Zur Berechnung des Integrals substituiert man:

¢ =mr—-2v, d¢ =-2dv cos(z —2v)
=—C0S 2V
und erhalt: = —(cos?v —sin?v)
=—(1-sin?v —sin?v)
¢(r)_pL L —2dv =2sin?v -1

4re I «/r2+rL2+(Z—ZL)2—2”L cos(z - 2v)

mit cos(z —2v) = 2sin?v —1 folgt:

z

- dv
#r) = j
27r8 \/r2+r 24 (z—-2,)2-2rr_(2sin?v —1)
.[ dv
27:5 e \JT2+1 2+ (2 -2, )2+ 21— 4rr_sin?y
2
j dv
27zg \/(r +1, )2+ (2 -2z )2 —4rr, sinay
\_
Hochspannungstechnik | Seite 3von 4
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—>4(r) =

Hinweis:

-

Hochspannungstechnik |

T

gy =P dv

2re

N2
Z\/(r+rL)2+(z—zL)2\/1— 4rr, sin2y

(r+r)?+(z-2z)?

5
- Al j dv _ "gerades Integral”
27rg\j(r +1)2+(z2-2)2 7%, 1 4rr, sin2v
’ (I’ +rL)2+(Z_ZL)2

T

ran dv

mit k2 =

O 0 [y

meJ(r +1. )2+ (2 -2,)? !,. J1-k2zsinzv =4r2)

4rr

(r+r)*+ Ez -7, )?

dv

—_—_— ist ein elliptisches Integral erster Gattung
a/l— k2 sin2v

(Legendresche Normalform)

(s. Bronstein S. 303; Integrale sind in 1.1.2.4 tabelliert)
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ﬂ (I I IEH \institut fur Elektroenergiesysteme
und Hochspannungstechnik (IEH)

Karlsruher Institut fir Technologie Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 4 / Ubungsblatt 4

Uberlagerung der einzelnen Potentialfunktion auf der z-Achse:

Punktladung:

Q
AneJ(X = Xp 2+ (Y —Yp 2 +(Z— 2, )

¢ (2) = X, =0;y, =0

auf der z— Achse nur z—Komponente

_ Qr
~ k(@)= Ars\(z-2,)?

E (Z)=—8¢P(Z):_QP _l 2(Z_ZP) :QP (Z_ZP)
P 0z Are 2[ = )ZT Ans (2-2,)

Ringladung:

r
¢L(Z): P > QL > o PL= QL
23\/rL2+(z—zL) 47zg\/rL2+(z -z)) 27r,
(vgl. Aufgabe 3.1)
EL(Z)=—8¢L(Z):—I— QL -1, .
0z 47T8|: I'L2+(Z—ZP)2}

Flachenladung:

¢ (z) = Lala I U Y ; P Q%
A 2¢ 2, ~z2+Jr,2+(z—2,)? Ao2nr,(z,-2)

(vgl. Aufgabe 1.2)

R a3

4re(z,~2,) | z,—z+\Jr,2+(z-2)?

EA(Z) =- a¢aAZ(Z)

N
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4r6(2,~2,) 2, — 2+ 1,2+ (2~ 2,)2 Jrz+(z-z,2
+ QA 1 _1+l 2(2_21)
47[8(22_21) 21_Z+\/rA2+(Z_21)2 Zm
~J 2+ (-2, +(2-2,) -2+ (z-22+(z-2)

r.2+(z-z,)? r2+(z-z)>?
E o Q| uGmmE ez
4ne(z, - 7)) 2, -z2+\r.2+(z-2,)? 2, -z +Jr,2+(z2-2,)?

EA(Z) = QA 1 = ]

47[8(22 _Zl) \/rAz"'(Z_Zz)Z ) \/rA2+(z _21)2

Eges (2)=(Ep (2) + E (2) +EL(2))4,

-
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ﬂ (I I IEH \institut fur Elektroenergiesysteme
und Hochspannungstechnik (IEH)

Karlsruher Institut fir Technologie Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 5/ Ubung 4

5.1

Anordnung / Feldlinienbild

Q

¢=0 17 xy - Ebene
(Ebenez =0)

o

Potential der Punktladung ohne geerdete Metallplatte

Q
4ngjx2+y2+(z—df

Po(X,y,2) =

Auf der geerdeten Metallplatte muss die Bedingung ¢ = 0 erfiillt sein!

) : Q
fur z =0 gilt ¢,,(X,y,0) = #0 §
© A eX* +y? +d?

?,0(X,Y,0) =0 nurfiir X — o0 bzw. y — oo erfillt

-
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Betrachtung der Anordnung zweier Punktladungen im Abstand 2d

+Q

-Q

Gleiches Feldbild wie unter 1

= Die Anordnung Punktladung / geerdete Metallplatte im Abstand d I&sst sich auf die Anordnung
zweier Punktladungen im Abstand 2d zuriickfiihren. Dabei wird die geerdete Metallplatte als Sym-
metrieebene bzw. Aquipotentialfliche mit dem Potential ¢ = 0 aufgefasst und eine zweite Punktla-

dung (—Q) als Spiegelbild ergéanzt.

Potentialfunktion der Anordnung Punktladung / geerdete Metallplatte

P(XY,2) =@+ ¢ = Q ! - ! giiltig fur z >0
Arre \sz +y2+(z-d)? \/XZ +y%+(z+d)? (reales Gebiet)

Q 1 ) 1
dre| X2 +y?+d? X2 +y?+d?

fur z =0 gilt p(X,y,0) = =0

-
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E(x,y,z)  =-grad ¢(x,y,z)

e :
Ar e [\/x2+y2+(z—d)2J

s(xa, +ya, +(z-d)a,)+

s(xa, +ya, +(z+d)a,)

\jx +y +(z+d)}

1 —

1
E(x,Y,2) = 3 [ X8
{ \jx +y?+(z-d)? } [\/x2+y2+(z+d)ﬂ

1 —

ya,

\/x +y?+(z- d)} [\/x2+y2+(z+d)2}3

z—d z+d —
+ - 5 |a

[\/x2+y2+(z—d)’1}3 [\/x2+y2+(z+d)2}

Regeln fir die Spiegelungsmethode

L] Bildladungen grundsatzlich jenseits der Spiegelebene, nicht im tatsachlich betrachteten Feldraum
L] Potential auf einer leitenden Flache ist konstant (oder Null)
= Feldstarke steht senkrecht auf leitender Flache

-
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5.2

2d

Q1 1 1 1 1 1 1
e F R BN

"
2

’ " '
rl r-1 r2

r

1 1 1 1 1 1 1
PP)= 2| oo

-

RS
mit F‘:\/x2+y2+(z—d)2
ral‘:\/x2+y2+(z+d)2
E‘:\/x2+y2+(z—3d)2
rj'z\/yx2+y2+(z+3d)2
r:'le"’x2+y2+(z—5d)2
Hochspannungstechnik | Seite 4 von 4
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Karlsruher Institut far Technologie

IEH Institut fur Elektroenergiesysteme
und Hochspannungstechnik (IEH)
Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 6 / Ubungsblatt 4

(yz-Ebene)
A

» (xz-Ebene)

¢(p)=%(ﬁ—ﬁ+ﬁ—ﬁ] x>0, y>0
mit |r1|:\/(x—a)2 +(y —b)" +22
5 =(x+a) +(y -b) +2°
5= J(x+a) +(y +b) +22
F|=J(x-a) +(y +b) +22

N
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und Hochspannungstechnik (IEH
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Karlsruher Institut fir Technologie Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Feldberechnung Aufgabe 6 / Ubungsblatt 4

Ansatz A: E-Feld und Aquipotentiallinien

Density Flot: |E|, V/m

Ansatz B: E-Feld und Aquipotentiallinien

<0.000e+000 : 5.000e+003
Density Flot: |E|, V/m

.
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Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 7 / Ubungsblatt 4

y-Ebene: z=0 y

Spiegelladung

\ : rl
p/ +pL

a2 a/2

Loésungsweg identisch mit Ubungsblatt 1 / Aufgabe 5 (2 parallele Linienladung)

#(p) = iIn(r) (allgemeine Linienladung)
2rs

mit Metallplatte:
#(p) = iln[ﬁ]

2re \ I,

2 2
mit = /(x—gj +y2 1, = ’(x+%j +y?
folgt
a 2
[x+] +y?
#(x,y,0) = L In 2 fr x > 0!

2re (x_aj2+y2
2

Hochspannungstechnik | Seite 1von 1 Ubungsblatt 4




ﬂ (I I IEH \institut fur Elektroenergiesysteme
und Hochspannungstechnik (IEH)

Karlsruher Institut fir Technologie Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 8 / Ubungsblatt 4

y
P
r I, h
kons
P
r, / X

b a

metallischer
Zylinder
d

Bei nicht vernachlassigbarem Leiterquerschnitt kann der Leiter nicht durch eine Linienladung im Zentrum des
Leiters nachgebildet werden.

Spiegelladung —p, innerhalb des metallischen Zylinders.
Position?

Potentialverteilung auRerhalb durch Uberlagerung der beiden Linienladungen

= ¢(P)=2L|nr—2

mit  r,=r2+d?-2rdcosg
TE N

Kosinussatz

r,=yF?+b?—2rbcose

o, r’+b*>-2rbcose
re) = In
olr.¢) 21 e \/r2+d2—2rd005¢

¢ = konst
A Ir]r2+b2—2rb003go E=0
4re  r?+d*-2rdcose

Auf der metallischen Oberflache ist das Potential konstant, d.h. die Potentialverteilung / -funktion ist auf der
Oberflache vom Winkel ¢ unabhéngig

-
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r?+b?
2r b| —CoS
0 [ 2r. b (p]

0

2, m2
ot )= L. In(ro +b 2robcoswj oL
Ar e

= In
r?+d?-2r.dcos 4 2492
0 ° v e 2rod(r°2+;| —cos;o)
r.0

r2 + 2
0 —CoS@
oL 2r,b
= In 2 2 )
Ar g r,” +d _cos
2r,d 4

o(r, @) ist unabhangig von ¢ fiir

ry +b?  r2+d? b—ﬁ
2r,b 2r,d d
T

Positionierungsvorschrift fir Spiegelladungen in
rotationssymmetrischer Anordnung

r2+£—2r£cos
P d? d ¢

P)=o(r,p) =—""1In
oP)=¢lr.0) 4re | r’+d*-2rdcose

Potential in einem beliebigen Punkt P (auRerhalb des metallischen Zylinders)

-
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ﬂ (I I IEH \institut fur Elektroenergiesysteme
und Hochspannungstechnik (IEH)

Karlsruher Institut fir Technologie Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 4

Losung Aufgabe 9/ Ubungsblatt 4

| |
| |
L >l
|
|
|
|
|
T >|
| |
| |
| |
I T |
| 1 r |
| |
| |
|
| |
|
| |
| |
| |
| |
| |

=0

e

Vorgehensweise:

1. Linienladung +p, innerhalb des Leiters setzen.
(Bei nicht vernachlassigbarem Leiterquerschnitt kann der Leiter
nicht durch eine Linienladung im Zentrum des Leiters
modelliert werden)

2.Spiegelladung -p, in der Spiegelebene positionieren
(Ebene ¢=0 ist Aquipotentialflache der beiden Linienladungen!)

-
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©
[ERN

Potential an der Leiteroberflache (vgl. Aufgabe 8)

2
¢(r0)=&|n(9]= P In d_2 =&|n 9
4re \b) A4nme \r, 2re \ T,

2
0

b=

d
. 1 r,’
es gilt: 2h:d+b<—>h:5(d+b); b=%,
so daf
h+h? =1, ST
gy =L N 2 o By PRy
2re [ 2re | 1, o
Kapazitatsbelag C” der Anordnung
C':%: 2re
2
In D+ (hJ -1
r.0 r.0
9.2
Feldstarke
— 0. 10¢ - - _
E=-grad¢g=——a -——a,=Ea +Ea
g ¢ P r8¢ ") & )

r2+d2-2rdcosg¢
r.4 r2

r2+-9-—2r-%cos¢
d2 d

o(r,g) = fj;gln

4 2
O(r,g) = ﬁ In(rz+d2-2rd cos¢)—|n(r2+g’—2—2r %cos¢ﬂ

Hochspannungstechnik | Seite 2 von 4
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_ ;
E __9__ A 2r —2dcosg 2r—2Fcos¢
r . — i i
or Adre| r2+d2—2rdcos¢ r2+:§2—2rrécos¢
B 2
__0
a r g cos¢_r_dcos¢
27e r12 r22
r2
[Fe
_ 1w Al 2vrd sing 2y g sing
4 2

P rog drev|r2+d2—2rdcosg

2

0 gj
o | d %" dsing
2ne| 1t r,’

maximale Feldstarke an der Leiteroberfléche:

Die Auswertung dieser Beziehung fehlt auf
OE,(r=ry) 0

fir g =0
o¢p ¢
bzw.
OEp(r=to) _ 0 fur alle ¢
o¢

r

p
rz+-2-—-2r ﬁcow

d2

OE(r =r1,)
op

0

(direkt an der Leiteroberflache existiert aul3schlief3lich eine

r —Komponente des elektrischen Felds!
radialsymmetrisches elektrisches Feld)
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Fir die maximale Feldstarke an der Oberflache des Leiters folgt somit:

Emx(r=r,)=E(r=r,,¢=0)

ro_rL d
P d h—
Er(rmo) :2 - 4 3 .2 32_2 d
e r2+rL_ rL I’O + I’O
° g2 d
2
4 g
oL r -,+d
= 2 2 = 2
2ne| d°+1,°=2dr, r,"+d°-2rd

- g2
_ P | T AU
2re| (d—r)* | 2re | d
L o
U i(dz_roz)
I 9 r0 (d_ro)z
o

E (r,,0) _ U d+r,
)
rin| —
fy
E,(5,,0) =0
Emax(r:ro): U d+ro_>

-
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